
� ��� � ��� � �
	���
� ��� ��� � � 	���� ��� ���������
� ������	���� � �!�����

" #�$&%('*) + #�,.-/#�0214365

7 8 9;:=<?>A@=B C�:=9EDF:AGIHKJ LNM O PRQ�SUT;VWLYX.S PRZ�X=[ O MWO\[ ]_^Y`

M]aObTc`dLeS.V�X VgfA`hM`;V�XiPjZ�`IO\^!S�Qk[ lm`nZoMIp

7 q?r6O\[ ]6^s`ut*8 TcX.LvS LNMwV�X\M�M`nx Vzy{LsTc`up}|~fU`�MWO\[ ]_^Y`�M]aO�Tc`

LNM � � ��� � �;� �d�W� � ���h� �kp ��`nSUXbV�` VWfU` MWO\[ ]_^Y`

]mX=LeS.VM�ObMj���&� � � �i�i��� � � �i�b��� � � �i����� ��� p

� � `;V � lm` VWfU` S�Q�[ l�`nZ XiP fU`IO\x�M LvS VFy
X V�X\M�M�`�Mnp

|~fU`nS�� LsM?O�Z�O\S�xUX=[ �uO\Z�LvO�l6^s`up?� � � ��¡ � ¢A�E� �£� �g¡ �
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� � `;V�� lm` VgfA` S�Q�[ l�`nZ�X�P�VgO\Le^sM�� S�Q�[ l�`nZ�X�PAfA`IO\xAMnp

|~fU`nS � LNM O\SAX�VWfU`nZhZOiSkxUX.[ �uO\Z�LvO�l6^s`up � � � � ¡ �

� ¢A��� � � � ¡ � ¥U��� � � � ¡ � ¥U��� � � � ¡ � ¢Ap

7 8 Z�O\SkxAX=[ �uO\Z�LvO�l6^s`�]aOiZFVWL VWLYX=S�M�VgfA`�MWO\[ ]_^Y`�M�]6O�Tc`
LvS.V�X

x�LsM��FX=LvSuV MWQAl�M`;V�M X=S `IO�T;f XiP y{fkLsT;f VgfA` �uOi^vQA` XiP2VWfU`

Z�O\S�xUX=[ �uO\Z�L Obl6^s` LsM�TcX=S�M�VgO\SuV p
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7 8 ZOiSkxUX.[ �uO\Z�LvO�l6^s` LsM >�D����n9 J��J LNP L VhObM�MWQ�[ `�M~X=Sk^�� O

� S�L V�`dX.Z�TcX=Q�S.VgO�l6^�� LvS � SkL V�` S�Qk[ lm`nZ2XiP*�uO\^eQU`�Mnp

7 |~fA`2]6Z�Xul6O�l6Le^eL V�� VWf_O�VwO~ZOiSkxUX.[ �uOiZ�LvO�l_^Y`�� VgO��i`�M*VWfU`

�\O\^vQA`�� LNM VWfU`2]_Z�XulaO�l_Lv^eL V�� XiPAVWfU`2M`;V XiP_MWO\[ ]_^Y`2]mX=LeS.VM

���UPKX=Z}y{f�LYT;f � � ��� ¡ � � p |~fkLNM(]6Z�Xul6O�l6Le^vL V�� LsM xU`nSAX�V�`nx

l � ! �R� � � ¡ X=Z#"���� ¡ p

7 |~fA`%$ 9 @UG;:AGID HvD&�(' >=D��� 9EDFG*)+� DF@=< @-,h: >=D.���n9;J���J�9;:=<?>A@=B

/ :=9EDF:AGIHKJ LsM O ^vLNM�V XiP&�\O\^vQA`�M X=Z P4QkSUT;VWLsX=S "���� ¡ P X.ZdO\^e^

� LeS VWfA`�Z�O\S10.` XiP � y{fU`nZ�`2"���� ¡ LsM
ObM�xA` � SU`nx O�lmXI��`up

|~f�LsM3"���� ¡ LsMdOi^sMX TIO\^e^s`nx VWfU` ]6Z�Xul6O�l6Le^vL V�� [ ObM�M P4QkSAT54

VWLsX=S �R]�p [ p Pop ¡ XiP}VWfU` Z�O\S�xUX=[ �uO\Z�LvO�l6^s` � p76�X�V�`�VWf_O�V
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VWfA` lmX X � QAM`�M�VWfU` V�`nZ�[ �z]6Z�Xul6O�l6Le^vL V�� P4QkSUT;VWLsX=S�� LvS 4

M V�`IO\x XiP ]_Z�XulaO�l_Lv^eL V�� [ ObM�M P4QkSAT;VgLsX=S!p

7
�

! �R� � � ¡ � ¤ �Ay{fA`nZ ` VgfA`dM�Qk[ LsM�VgO��i`nS XI��`nZ�O\^e^

]mX\M�MWLsl6^s`h�uOi^vQA`�M
VgfkO�V�� TIO\S ObM�M�Qk[ `up

7 q?r6O\[ ]6^s`ut � `;V � l�` VWfA` S�Qk[ lm`nZ XiP�fU`IO\x�M LeS V�XIy

V�X\M�M`�M�X�P O laO\^vO\SUTc`nx TcX=LvS!p |~fU`nS � TIOiS VgO��i` �\O\^vQA`�M

¥A� ¤ X=Z�¢ OiSkx VWfU`dxkLNM�VWZ�Lsl6Q�VWLsX=S X�P}� LNM 0�L ��`nS l �

"�� ¥ ¡ � �� � "�� ¤ ¡ � �� O\Skx "�� ¢ ¡ � �� p
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7 |~fA` ]6Z�Xul6O�l6Le^eL V�� xkLNM�VWZ�LYl_Q�VWLsX=S XiP O xkLNM�TnZ�`;V�` Z�O\SkxAX=[

�\O\Z�L O�l_^Y` TIOiS lm` Z�`c]6Z�`�M`nS.V�`nx l � O ]_Z X\laO�l_Lv^eL V�� f�LsM 4

V�X 0�ZOi[ P X.Z MWLe[ ]_^Y`�TIObM�`�Mnp

7 8 ]_Z�XulaO�l_Lv^eL V�� fkLNM�V�X 0�ZOi[ LsM
MWLe[ Le^ O\Z2V�X O Z ` 0�Qk^vO\Z
f�LsM 4

V�X 0�ZOi[ `gr�Tc`c]�V
VWf_O V VWfA` OiZ `IO Z�`c]_Z `�M`nS.VM�]6Z�XulaObl6Le^vL V��

LeSAM V�`IO\x XiP?P4Z�`���QU`nSAT ��p
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7 8 TcX.S.VWLvS�QAX=QAM Z�O\SkxAX=[ �uO\Z�LvO�l6^s` TIO\S O MM�Qk[ ` OiS QkS 4

TcX.QkS.VgO�l_^ � LeS � SkL V�` S�Q�[ l�`nZ2XiP*�uOi^vQA`�MIp

7 |~fA` ]6Z�Xul6O�l6Le^vL V�� x�LsM VWZ�Lsl6Q VWLYX=S XiP�O TcX=S.VWLeS�QUX=Q�M Z�O\S 4

xAX=[ �\O\Z�L O�l_^Y`~TIO\S SUX�V lm`�xA`�M�TnZ�Lsl�`nx l � VWfU`�]_Z�XulaO�l_Lv^ 4

L VWLY`�M ! �R� � � ¡ p
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7 |~fA` TnQk[ Qk^vO�VWL ��` x�LsM VWZ�Lsl6Q VWLYX=S P4QkSUT;VWLsX=S X=Z x�LsM VWZ�LYl_Q 4

VWLsX=S P4QkSAT;VWLYX=S X�P O Z�O\S�xUX=[ �uO\Z�LvO�l6^s` � � xA`nSUX�V�`nx l �

� ��� ¡ LNM~xA` � SA`nx ObM

� �.� ¡ � ! �R�  � ¡ PKX=Z � � � � � �

7 ��X=Z�O x�LsMTnZ�`;V�` ZOiSkxUX.[ �uOiZ�LvO�l_^Y` VWfU` Tup x p Pop LsM O M V�`c]

P4QkSAT;VWLYX=S!p
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	 p � ��� ¡ LNM O SAX=SkxA`cTnZ�`IObMWLeS10 PRQ�SUT;VWLsX=S � L p `upv� LNP3�_� � ���c�

VWfA`nS � ���_� ¡  � ����� ¡ p


 p � ��� ¡ LNM~Z�L 0�f.V~TcX=SuVgLeS�QAX=QAMnp
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Binomial c.d.f with n=3, p=1/6
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Uniform c.d.f with a=0 and b=15
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7 8 ZOiSkxUX.[ �uOiZ�LvO�l_^Y`dLsM�MgOiLvx V�X TcX=S.VWLvS QUX=Q�M�L P L VM
Tup x p PFp

LNM�TcX=S.VWLeS�QUX.QAMnp

7 �RP*O Z�O\SkxAX=[ �uO\Z�L Obl6^s`hLsM�TcX=SuVgLeS�QAX=QAM y{L VWf � ��� ¡ ObM�L VM

Tup x p Popv�!L V f_ObMdO ]_Z X\laO�l_Lv^eL V�� xA`nSAM�L V�� PRQ�SUT;VWLYX.S �R] p x p Pop ¡

0�L ��`nS l �
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� � � ��� ¡

y{fA`nZ�`;��`nZ VWf�LsM xA`nZ�L �uO�VWL ��` `grkLsM VMIp

7 �RP � ��� ¡ LsM?VWfU`2]�p x!p PFp?XiP6O�TcX=SuVgLeS�QAX=QAMjZ�O\SkxAX=[ �uO\Z�LvO�l6^s`

� � VWfA`�Tup x p PFp�X�P � TIO\S lm`{y{Z�L V�V�`nS O M
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7 �RP�O Z�O\S�xUX=[ �uOiZ�LvO�l_^Y` � f_ObM~O Tup x p Pop � ��� ¡ ��VWfU`nS

¤ p ! ��� � � �  � � ¡ � � �.� � ¡ � � ��� � ¡ PKX=Z OiS �

� � � � � �

¢Ap ! �R� � � ¡ � � ��� ¡ � � �.��� ¡ PKX=Z O\S � � � y{fU`nZ�`

� ��� � ¡ xU`nSAX�V�`�M�VWfU`d^Y` P V�^eLv[ L V XiP � O V � p

7 �RP � f_ObM~O ]�p x!p PFp � ��� ¡ ��y�` TIO\S P4QkZzVWfU`nZ y{Z�L V�`
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� �.� ¡ � � P X.Z�O\S � � � � � � �

¢Ap ! �R� � � ¡ � ¥ PKX=Z�O\S � Z `IOi^+� p
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|~fA`�[ `IO\S X=Z `gr�]m`cT;V�`nx �\O\^vQA`�XiP*O Z�O\S�xUX=[ �\O\Z�L O�l_^Y`�� LNM

xA`nSUX�V�`nx l � � �R� ¡ p

7 ��LNM�TnZ�`;V�` TIObM`ut��AQU]k]mX\M`�� LsM O�xkLNM�TnZ�`;V�`�Z�O\SkxAX=[ �uOiZ�L 4

Obl6^s` y{L VWf ]�p [ p Pop "���� ¡ p |~fU`nS � �R� ¡ �
�

� "���� ¡ p

|~fA`�� �R� ¡ LsM~xA` � SU`nx L P
�

� � � "��.� ¡ LNM � SkL V�`up

7 � X.S.VWLvS�QAX=QAM TIObM�`ut �UQU]�]�XiM�` � LNM O TcX=S.VWLeS�QUX.QAM Z�O\S 4

xAX=[ �uOiZ�LvO�l_^Y` y{L VWf ] p x!p PFp � ��� ¡ p |~fA`nS � �/� ¡ �
��

� �
� � ��� ¡ � � p |~fA` � �R� ¡ LNM xA`

� SA`nx LNP
�

� � � � �.� ¡ � �

LNM � SkL V�`up
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�RP��*�/� ¡ LsM�O PRQ�SUT;VWLsX=S X�P_O~Z�O\S�xUX=[ �uOiZ�LvO�l_^Y` � y{L VWf ] p [ p PFp

"���� ¡ X=Z�y{L Vgf O ] p x p PFp � ��� ¡ �kVWfU`nS VWfA` `gr�]m`cT;V�`nx �uO\^eQU` XiP

�*�R� ¡ LNM 0�L �=`nS l �

7 ��LNM�TnZ�`;V�`�TIO M�`ut � ���*�R� ¡�¡ �
�

�*��� ¡ "���� ¡

7 � X.S.VWLvS�QAX=QAM
TIObM`ut � ���?�R� ¡�¡ �
��

���
�?��� ¡ � ��� ¡ � � p
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7 |~fA` �uO\Z�LvO\SUTc` XiP�O Z�O\S�xUX=[ �uO\Z�LvO�l6^s` � ��xA`nSUX�V�`nx l �

� �R� ¡ �
LsM xA` � SA`nx ObM � �/� ¡ � � �R� � � ¡ � �2y{fU`nZ�`

� � � �R� ¡ p

7 ��� �/� ¡ � � �R� ¡ p
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¤ p �RP�� LNM�O TcX=SAM VgO\S.VI� � ��� ¡ � �.p

¢Ap �RP � � � � � ������� � � �hOiZ `�Z�O\S�xUX=[ �uOiZ�LvO�l_^Y`�M�xU` � SA`nx X=S

VWfA` MgOi[ ` MWO\[ ]_^Y` M]aObTc` O\Skx � � ��� � �������b���	� O\Z�` TcX=S 4

M VgO\S.VMn��VWfU`nS �
�

��
 � � � � � �
�

��
 � � � � � � � ¡ p

	 p ��]�`cTnLvO\^�TIObM`�MIt

� O ¡ �/P � � �R� ¡ � � � �R� ¡ �������b� � � �R� ¡ O\Z�` P4QkSAT;VgLsX=S�M X�P��

VWfA`nS �
�

��
 � � � �/� ¡ � ���
 � � ��� � �R� ¡�¡ p��9 @i@ ,�� |�O��i`

� � � � � �R� ¡ O\S�x � � � ¤ P X.Z�� � ¤ �;¢U������� ��� p |~fA`nS

Ob]k]6^�� VWfU`h]6Z�`;��LsX=QAM Z�`�M�Qk^ VIp

�Rl ¡ �/P�� O\S�x �~O\Z�` Vzy
XdTcX=S�M�VgO\S.VMn��VWfU`nS � ����� ��� ¡ �

� � � � �R� ¡ p
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7 �RP � OiSkx � O\Z�` Vzy
X TcX=SAM VgO\S.VMn�}VWfU`nS � ��� � ��� ¡ �

� � � �R� ¡ p

7 � �R� ¡ � � �R� � ¡ � � � �/� ¡�¡ � p
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7 8 � r�`nx S Qk[ lm`nZ ��� ¡ X�P*VgZ�LvO\^NMIp

7 |jZ�L Oi^sM�O\Z�`dLvS�xU`c]m`nSkxA`nS.VIp

7 q(O�T;f VWZ�L Oi^�f_ObM}VFy
X�]mX\MM�Lsl6^s`
X=Q V�TcX.[ `�M�� `nL VWfU`nZjO~MWQAT54

Tc`�M�M�X.Z�O P/OiLv^eQkZ�`up

7 � Z�XulaO�l_Lv^eL V�� XiPjO MWQATcTc`�MM�LvS O M�LvS 0�^Y` VgZ�LvO\^ LsM "jp
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7 �£S O l_LvSAX=[ LvO\^d]6Z�Xul6O�l6Le^eL V�� [ X�xU`n^�^Y`;V VWfU` Z�O\SkxAX=[

�\O\Z�L O�l_^Y` � xU`nSAX�V�` VWfU` S Qk[ lm`nZ~XiP(M�QUTcTc`�M�M�`�Mnpd|~fA`nS

� LNM O l_LvSAX=[ LvO\^�Z�O\S�xUX=[ �uO\Z�LvO�l6^s` O\Skx VWfU` x�LsM VWZ�L 4

l_Q�VWLsX=S XiP � LNM TIOi^v^s`nx O l_LvSAX=[ LvO\^2xkLNM VgZ�Lsl6Q VgLsX=S O\S�x

xA`nSUX�V�`nx l � � LvSAX=[ LvO\^*��� � " ¡ p �4V
fkObM&Vzy
X ]aO\Z�O\[ `;V�`nZoMn�

� O\S�x "jp

7 |~fA` ] p [ p PFp�XiP&O l_LvSAX=[ LvO\^?Z�O\SkxAX=[ �uO\Z�LvO�l6^s` LNM 0�L ��`nS

l �

! � � � � ¡ � �
� "���� ¤ � " ¡�� � �=� � � ¥�� ¤ �������b� � �

y{fA`nZ�` " O\S�x � O\Z�` ObM xA`�M�TnZ�Lsl�`nx LeS VgfA` l_LvSAX=[ LvO\^

[ X�xU`n^ p
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Tc`�M�M`�M LsM � p |~fU`nS S�Qk[ lm`nZ X�P�MWO\[ ]_^Y` ]mX=LeS.VM LvS �
LNM � �

��� p q&O�T;f MWO\[ ]6^s` ]�X=LeS.V LeS � f_ObM ]6Z�XulaObl6Le^vL V��

" � � ¤ � " ¡ � � � p
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Binomial prob. hist. with n=10 and p=0.25
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Binomial prob. hist. with n=10 and p=0.4

0.
0

0.
15

0.
30

Binomial prob. hist. with n=10 and p=0.55
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0.
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Binomial prob. hist. with n=10 and p=0.7
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7 |~fA` l6LeSUX.[ L Oi^*VgO�l6^s` LeS VWfU` lmX X � 0�L ��`�M VWfA` Tup x!p PFp XiP

VWfA`�l_LvSAX=[ LvO\^!xkLNM�VWZ�Lsl6Q�VWLsX=S PKX=Z�xkL���`nZ `nSuV � O\S�x "jp

7 �RP � LsM O l6LeSUX=[ LvO\^(Z�O\SkxAX=[ �uO\Z�LvO�l6^s` y{L VWf ]aO\Z�O\[ `54

V�`nZoM � O\Skx "j�wZ�`�M�]m`cT;VWL ��`n^����jVWfU`nS � � � ¡ � � " O\S�x

� � � ¡ � �+"�� ¤ � " ¡ p
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7 q?r6O\[ ]6^s` ¤ t 8 l�XEr TcX=S.VgO\LeSAM ¤ 0�Z�`c`nS OiSkx �dZ `nx laO\^e^NMIp

�_Z�X=[ VWf_O V l�XEr � laO\^e^sM O\Z�` x�Z�Ocy{S O V Z�O\SkxAX=[ y{L VWf

Z�`c]_^ O�Tc`n[ `nS.VIp�� fkO�V�LsM VWfA` ]6Z�XulaObl6Le^vL V�� VWf_O�V�`gr_O�T;VW^ �

¢ x�ZOcy~M�y{Lv^e^ 0�L �=` Z�`nx laOi^v^NM��

� @�H )+�£Dz@=< � �£S Vgf�LsM `gr�]m`nZ�Lv[ `nSuV � 0=`;V�VgLeS10 O Z `nx laO\^e^

LeS O xkZ�Ocy LsM ^eL ��` O MWQATcTc`�MM LvS VWfU` l6LeSUX=[ L O\^w[ X�xU`n^ p

|~fA`�xkZ�Ocy~M(O\Z�`�LeSkxU`c]m`nSkxA`nS.VI��VWfU`�S�Q�[ l�`nZ*XiPmxkZ�Ocy~M LNM

� rU`nx O\Skx LeS `IO�T;f xkZ�Ocy VWfU`h]6Z�Xul6O�l6Le^vL V�� XiP 0=`;V�VgLeS10 O

Z�`nx laOi^v^�LsM MgOi[ ` ����
	 ¡ p ��Xk�ny�`2f_Oc��` O�l_LvSAX=[ LvO\^�[ X�xU`n^ p

�%� � xU`nSAX�V�` VWfU` S�Qk[ lm`nZhXiP�Z�`nx laO\^e^NM LeS � xkZ�Ocy~Mnp

|~fA`nS � LNM�O l6LeSUX.[ L Oi^ Z�O\S�xUX=[ �uO\Z�LvO�l6^s`�y{L Vgf � � �

OiSkx " � ��
	 p
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� � � ¥ �N¥\¥�� ¤ p

� ��O\^YTnQ�^ O VgLsX=S l � QAM�LvS 0 VgO�l6^s`ut �_Z X.[ VWfU` l_LvSAX=[ LvO\^

V Obl6^s`u� ! �R�  ¢ ¡ � ¥ � ¥u¥ � O\S�x ! �R�  ¤ ¡ � ¥Up

|~fU`nS ! �R� � ¢ ¡ � ! �R�  ¢ ¡ � ! �R�  ¤ ¡ �

¥ �N¥\¥ �Up

7 q?r6O\[ ]6^s` ¢At � S VWfA`{Obl�XI��`�`grU]�`nZ�Le[ `nS.V � S�x VWfU`�]6Z�Xul 4

Obl6Le^vL V�� VWf_O�V O\^!^s`IObM�V 	 x�Z�Ocy~M y{Le^v^ 0�L ��` Z�`nx laOi^v^NMIp

� @�H )+�£Dz@=< � � � PKX=Z�[ Qk^vOA�2! �R� � 	 ¡ � �
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7 �?X=LsM�MX=S ]_Z X\laO�l_Lv^eL V�� xkLNM�VWZ�Lsl6Q�VWLsX=S LsM O 0=X�X�x [ X�xU`n^\P X.Z

VWfA` S�Qk[ lm`nZ�XiP�Z�O\Z�` `;��`nS.VM�VWf_O�V X TcTnQ�Z�LeS O M�]m`cTnL � T

VWLe[ `hX=Z M]aObTc`up

7 8 �}X=LNM�M�X=S x�LsM VWZ�Lsl6Q VWLYX=S f_ObM�O ]aO\Z�O\[ `;V�`nZ�� y{fkLsT f LNM

VWfA` Oc��`nZ�O 0.`dZ�O�V�`hXiP VWfU`h`;��`nS.VMnp

7 q?r6O\[ ]6^s`ut 6 Q�[ l�`nZ�XiP�O�TcTnLexU`nS.VM O�V O ]6O\ZzVgLsTnQk^vO\ZhLvS 4

V�`nZoM`cT;VgLsX=S xkQkZ�LeS10 O [ X=S.VWf �_S�Qk[ lm`nZ�XiPj`nZ�Z�X=ZoM�[ OixU`

l � O V���]6LNM�V LeS V���]6LeS10 O ]aO 0.`u�wVWfA` S�Q�[ l�`nZ XiP TIO\ZoM

`nSuV�`nZ�LeS10 O ]aO\Z ��LvS 0 ^sX�V�LeS O � [ LeS�Q V�` ]m`nZ�LYX�x � J�� ���

7 � LNM O �}X=LNMMX=S ZOiSkxUX.[ �uOiZ�LvO�l_^Y` L P L V�f_ObM{O �}X=LNMMX=S

x�LsM VWZ�LYl_Q�VWLYX.S OiSkx VWfA`�] p [ p PFp X�P � �iy{L VWf Oc��`nZ�O 0=`~Z�O�V�`
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7 �4V LNM `IObM � V�X T;fU`cT � VWf_O V VWfU` O�l�XI�=` P4QkSAT;VgLsX=S LsM ObT54

VWQkO\^v^�� O ]�p [ p Pop l�`cTIOiQAM` � � fkObM O M�`nZ�Ls`�M `grU]aO\S�MWLsX=S
�
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7 �RP � f_O M O �?X=LsM�MX=S x�LsM VWZ�Lsl6Q VWLYX=S y{L VWf ]aO\Z�O\[ `;V�`nZ �j�

VWfA`nS � � � ¡ � � O\Skx � � � ¡ � � p

7 |~fA` �}X=LNMMX=S VgO�l6^s`{O�V VWfU`�`nS�x X=S VWfU`~l�X�X � 0�L ��`�M&VWfU`

Tup x p PopjXiP �}X=LNM�M�X=S x�LsM VWZ�Lsl6Q VWLYX=S PKX=Z�xkL���`nZ�`nS.V � p
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8 ��LeSUX.[ L Oi^ � ��� " ¡ x�LsM VWZ�Lsl6Q VWLYX=S P X.Z{O ^ OiZ 0.` � O\Skx M�[ O\^e^

" TIO\S lm` Ob]k]6Z�XErkLv[ O V�`nx l � O �}X=LNMMX=S xkLNM VgZ�Lsl6Q VgLsX=S y{L VWf

]6O\Z�O\[ `;V�`nZ � � �+"jp
� 8



� $&- �F' ,.) � -/5�i,.- 0����\-R'*$

7 �RP�� LNM�x�LsM VWZ�LYl_Q�V�`nx QkS�LNPKX=Z�[ ^�� X=S VWfU` LeS.V�`nZz�uO\^ ��� ��� ¡ �

VWfA`nS � f_ObM�]�p x!p PFp
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¥ XbVgfA`nZzy{LsM`
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f(
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a b

1/(b-a)

Uniform p.d.f

7 �RP�� LNM�x�LsM VWZ�LYl_Q�V�`nx QkS�LNPKX=Z�[ ^�� X=S VWfU` LeS.V�`nZz�uO\^ ��� ��� ¡ �

VWfA`nS
� �
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¢Ap � � � ¡ � � � ����� ��£� p

��� #�) � 1R3�� ��Le^v^ xAX `�M�S�� V 0=`;V QU] O M MX X=S O M fkLNM O\^vO\Z�[

0=X�`�M X � p |~fU` `gr�VWZ�O VWLv[ ` fU` M�^Y`c`c]UM LvS LsM 0�L ��`nS l � VWfU`

Z�O\S�xUX=[ �uOiZ�LvO�l_^Y` 	 �_y{f�LYT;f LsM�x�LsM VWZ�LYl_Q�V�`nx Q�SkL P X=Z�[ ^�� X=S

VWfU`dLeS.V�`nZF�\O\^j� ¥ [ LvS!� ¤ � [ LvS ¡ p

7 � f_O�V
� M VWfU`�]6Z�Xul6O�l6Le^vL V�� VWf_O V f�LsM `gr�VWZOhM�^s`c`c]6LeS10 VgLe[ `

LNM ^s`�MM�VWfkO\S � [ LvS �

7 � f_O�V
� M VWfU`�]6Z�Xul6O�l6Le^vL V�� VWf_O V f�LsM `gr�VWZOhM�^s`c`c]6LeS10 VgLe[ `

LNM ^s`�MM�VWfkO\S ¤ ¥ [ LeS �Al6Q V [ X.Z `�VWf_OiS � [ LvS �

� �
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7 8 SAX=Z�[ O\^�x�LsM VWZ�LYl_Q�VWLYX.S fkObM Vzy
X ]aO\Z�O\[ `;V�`nZoM�[ `IO\S �

OiSkx �uO\Z�LvO\SUTc`�� � p

7 8 SAX=Z�[ O\^ xkLNM VgZ�Lsl6Q VgLsX=S y{L VWf [ `IO\S � O\Skx �uO\Z�LvO\SUTc`

� � LNM xA`nSUX�V�`nx l � � � � ��� � ¡ O\Skx f_ObM ] p x p P � � � ¡ �
�

��� �	� `gr�]!�
� �� � � � � � � ¡ � ����PKX=Z � � � � � � p

7 
 ObM�VWfU`hTn^ O MM�LYT�l�`n^e^ 4 M�f_O�]m`up

7 ��X=Z�[ M VWfU` laO MWLNM�XiP*VWfU` `n[ ]_LvZ�LsTIO\^ Z�Q�^Y`up

7 ��M�`nx V�X O�]k]_Z�XEr_Le[ O�V�`�[ O\S � Z�`IO\^ 4z^vL P `d�uOiZ�LvO�l_^Y`�Mnp
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7 8 ZOiSkxUX.[ �uOiZ�LvO�l_^Y`�� fkObM2O M�VgO\S�x_O\Z�x SUX=Z�[ Oi^�x�LsM VWZ�L 4

l_Q�VWLsX=S L PjL V�LsM�xkLNM�VWZ�LYl_Q�V�`nx SUX.Z�[ O\^v^�� y{L Vgf � � ¥ O\S�x

� � ¤ p

7 ��O\^eQU`�M�XiP�� TcX=Z�Z�`�M]�X=S�x V�X fUXIy [ O\S � M�VgO\S�x_O\Z�x xA`54

�UL O VgLsX=S�M�Ocy�O�� P4Z�X=[ VWfU`d[ `IO\S VWfA` � O\Z�`up

7 8 S � SUX.Z�[ O\^v^�� x�LsM VWZ�Lsl6Q V�`nx Z�O\S�xUX=[ �uO\Z�LvO�l6^s` TIO\S l�`

VWZ�O\S�M�PKX=Z�[ `nx V�X VWfU`�M�VgO\S�x_O\Z�x SUX=Z�[ Oi^UQ�MWLeS10hVWfkLNM LexU`IO

X�P �ofUXIy [ OiS � �k� PRZ�X=[ VWfU`d[ `IO\S LsM L V�� �

7 ��X=Z � � � � � ��� � ¡ ��y�`�TIO\S VWZ�O\SAM�P X.Z�[ � LeS.V�X M�VgO\S 4

xkO\Z�xkL��n`nx M�TcX=Z�`�M ��� 4£MTcX=Z�`�M ¡ QAM�LvS 0 � � � �
	� p |~fA`nS

� � � � ¥�� ¤ ¡ p
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7 | X � Skx ! ���  �  � ¡ �ky{fU`nZ�` � � � � � ��� � ¡ �6y
`

SA`c`nx V�X `;�uO\^eQ_O�V�` � �� �
� � � � `grU]��

� �� � � � � � � ¡ � � � � p

7 � Q�V VgfA`nZ�`�LNM2SAX�Tn^sX\M`nx 4 P X.Z�[ M�X.^vQ VgLsX=S V�X�VWfU`�LvSuV�` 0�ZOi^ �

7 6~Qk[ `nZ�LsTIO\^ALvS.V�` 0�Z�O�VWLsX=S [ `;VgfAX�x�M&[ QAM V lm`�QAM`nx LvS X=Z 4

xA`nZ2V�X � Skx VWfU`dLeS.V�` 0�Z�O\^4p

7 � ` `n[ ]_^YX � VWfA` PRO�T;V VgfkO�V OiS � SUX.Z�[ O\^ x�LsM VWZ�Lsl6Q VWLYX=S

TIOiS l�` VgZ�O\S�M�PKX=Z�[ `nx LeS.V�X O M V OiSkx_OiZ�x SAX=Z�[ O\^?x�LsM VWZ�L 4

l_Q�VWLsX=S p}8hZ�`IO�Q�SkxA`nZ O\S � SUX=Z�[ O\^�TnQ�ZF�=`�TIO\S l�`�PKX=Q�Skx

l � � ZoM Vj[ O���LvS 0 VWfU`wVgZ�O\S�M�PKX=Z�[ O�VWLsX=S�V�X�M V OiSkx_OiZ�x SAX=Z 4

[ O\^bxkLNM�VWZ�LYl_Q�VWLsX=S O\S�x�VWfU`nS � Skx�LvS 0
VWfU`�TcX=Z�Z�`�M]�X=S�xkLeS10

OiZ `IO Q�SkxU`nZ&VWfU` M�VgO\S�x_O\Z�x SAX=Z�[ O\^�TnQ�ZF�=`up
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-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Standard normal p.d.f

7 8 Z `IO M Q�SkxU`nZ VWfU` TnQ�Zz��` f_Oc��` lm`c`nS TIOi^YTnQ�^ O�V�`nx O\S�x

Z�`cTcX=Z�xA`nx LvS VWfU`dSUX.Z�[ O\^6VgO�l6^s`up

7 ��X=Zh`IO�T;f � ��X=Q ^sX X � QA] LeS VWfU` VgO�l_^Y`u� ��X=Q y{Le^v^ 0=`;V

! � � � � ¡

7 �ALvSATc`
VgfA`�M�VgO\S�x_O\Z�x SUX=Z�[ O\^ULNM M ��[ [ `;VWZ�LsT~O�lmX=Q�V � �

¥A��SUX SU` 0 O VgL ��`{�uO\^eQU`�M�PKX=Z�� O\Z�` 0�L ��`nS X=S VWfU`�VgO�l_^Y`up

7 |�y
X Le[ ]mX=ZzVgO\S.V�]6Z�Xu]m`nZFVWLs`�M V�XhZ�`n[ `n[ l�`nZ�y{fU`nS Q�MWLeS10

VWfA` SAX=Z�[ O\^�V Obl6^s`ut�� � � ��[ [ `;VgZ�� O\Skx � � |~fU`dV�X�VgO\^

OiZ `IO Q�SkxU`nZ&VWfU`hTnQkZz��`dLsM ¤ p
� �



� 5�- $ � � � 3 � ' ,.) #!1 � #�021R3

�AQU]k]mX\M` VWfU` �uO\Z�LvO�l6^s` � f_ObMdO M V OiSkx_OiZ�x SAX=Z�[ O\^?x�LsM VWZ�L 4

l_Q�VWLYX.S �kL4p `up � � � � � ¥�� ¤ ¡ p

¤ p � LvS�x VgfA` PKX=^e^YXIy{LeS10 ]6Z�XulaObl6Le^vL VWLY`�Mnt
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|~fA` VWLv[ ` Z�`���QkLeZ�`nx V�X TcX=[ ]6^s`;V�` O TcX=^e^s` 0=` O�T;fkLs`;��`n[ `nS.V

V�`�M V y�ObM?PKX=QkS�x V�X{lm` SUX=Z�[ Oi^v^�� xkLNM VgZ�Lsl6Q V�`nx!�by{L VWf O�[ `IOiS

XiP ¤u¤ ¥ [ LeS�Q�V�`�MwO\Skx O M V OiSkx_OiZ�x xU`;��LvO�VWLsX=S X�P�¢\¥ [ LeS�Q�V�`�Mnp

7 � f_O�V ]m`nZ�Tc`nS.VgO 0=` XiP�M VgQ�xU`nS.VM y{Le^v^ � S�LsM�f y{L VWfkLeS ¢

fAX=QkZoM �

7 � f_O�V ]m`nZ�Tc`nS.VgO 0=` X�PdM VWQkxU`nSuV�M y{Lv^e^ � SkLNMWf O P V�`nZ ¤ p �

fAX=QkZoM
l6Q�V�l�` PKX=Z�` ¢�p � fUX=Q�ZoM��
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7 � fU`nS M�fUX.Qk^ex VWfU` V�`�M Vdl�` V�`nZ�[ LeS_O�V�`nx V�X O\^v^sXIy ��QAM V

`nSAX=Q10�f VWLv[ ` PKX=Z �u¥�� XiP�M VWQkxU`nSuV�M V�X TcX=[ ]_^Y`;V�` VWfU`

V�`�M V��

7 � f_O�V O\Z�` VgfA` lmX=QkS�x_O\Z�Ls`�M PKX=Z ����� XiP VgfA` VWLe[ ` L V

VgO���`�M V�X TcX=[ ]6^s`;V�`�VWfA`�V�`�M V �
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7 �RP � fkObM O 0 O\[ [ O x�LsM VWZ�Lsl6Q VWLYX=S y{L Vgf M�f_O�]m`h]aO\Z�O\[ 4

`;V�`nZ�� � ¥ OiSkx MTIO\^Y`~]aOiZOi[ `;V�`nZ�� � ¥U�uVWfU`nS � f_O M

]�p x!p PFp t
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O M
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7 ��X=[ ` � Z X\]�`nZzVWLY`�M~XiP 0 O\[ [ O PRQ�SUT;VWLYX.S t

� � ��� � ¤ ¡ � ��� ��� ¡ P X.Z�� � ¥Up

� � ��� ¡ � ��� � ¤ ¡ ��P X.Z�O\S � LeS.V�` 0=`nZ � � ¤ p
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7 �hSk^�� y{fU`nS � LNM O\S LvS.V�` 0=`nZ �&y
` TIO\S LvS.V�` 0�Z�O�V�` VWfU`

0�O\[ [ O ]�p x p Pop XI��`nZ OiS LeS.V�`nZz�uO\^ O\Skx 0=`;V O Tn^sX\M�`nx 4

PKX=Z�[ `gr�]_Z�`�MM�LYX.S p

7 ��X=Z
O 0 Oi[ [ O Z�O\SkxAX=[ �uO\Z�L Obl6^s` � y{L Vgf ]aOiZOi[ `;V�`nZ�M

� OiSkx ���

� � � ¡ � ����� � � � ¡ � � � � p

7 |�y
X M]m`cTnL O\^{TIObM`�M X�P�VWfU` 0 O\[ [ O f_Oc�=` VgfA`nLvZ XIy{S

SkO\[ `�Mnp

¤ p=8hS `gr�]mX=SU`nSuVgLvO\^ y{L VWf ]aO\Z�O\[ `;V�`nZ � LNM O 0 O\[ [ O

y{L VWf � � ¤ O\S�x ��p

¢Ap=8 T f�L�4£M ��Q_OiZ `nx y{L VWf � xA` 0�Z�`c`�M XiP�PRZ�`c`nxAX=[ LNM O

0 O\[ [ Ody{L VWf � � � � O\Skx � � ¢Ap

8 �



+ #�,.-4' �(5 � #!) ) # ��� % ���	� 5

0 2 4 6 8 10

shape=2, scale=1
shape=3, scale=0.25
shape=4, scale=0.125

8��



� 3��i# � - 5�i,.- 0����\-4'?$

�RP � f_ObM O lm`;VgO xkLNM VgZ�Lsl6Q VgLsX=S y{L VWf ]aO\Z�O\[ `;V�`nZoM � � ¥

O\S�x � � ¥U� VWfU`nS � f_O M�] p x p PFp t

� � � ¡ �

������ �����
� ��� � � �� ��� � � � � �

� � � � � ¤ � � ¡ � � � L P�¥  �  ¤

¥ X�VWfA`nZFy{LNM` �

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

alpha=2, beta=2
alpha=2, beta=4
alpha=3, beta=4

8 �


